
Листочек 2. Лемма Шпернера.

19. Квадрат, вершины которого покрашены в цвета 1, 2, 3, 4, триангулирован. Вершины
триангуляции покрашены в те же 4 цвета, причём на стороне квадрата между вершинами
цветов 𝑖 и 𝑗 использованы только цвета 𝑖 и 𝑗. Докажите, что в такой триангуляции
можно найти не менее двух разноцветных треугольников триангуляции (треугольников,
у которых вершины покрашены в три разных цвета).

20. (Дуальная лемма Шпернера) Пусть вершины триангуляции трёхмерного тетраэдра △3,
грани которого назовём 𝐹0, 𝐹1, 𝐹2, 𝐹3, покрашены в цвета 0, 1, 2, 3 так, что:

∙ относительная внутренность грани 𝐹𝑖 (т.е. грань без граничного треугольника) по-
крашена в цвет 𝑖; дополнительно гарантируется, что в этой относительной внутрен-
ности есть хотя бы одна вершина;

∙ относительная внутренность ребра 𝐹𝑖∩𝐹𝑗 (т.е. ребро без концов) покрашена в цвета
𝑖, 𝑗; дополнительно потребуем, чтобы в этой относительной внутренности была хотя
бы одна вершина.

∙ вершина 𝐹𝑖 ∩ 𝐹𝑗 ∩ 𝐹𝑘 покрашена в любой из цветов 𝑖, 𝑗, 𝑘.

Докажите тогда, что существует элементарный тетраэдр разбиения с разноцветными
вершинами.

Замечание. Технические ограничения можно опустить, если разрешить красить вершины
в несколько цветов одновременно (в духе леммы Кнастера–Куратовского– Мазуркевича).

21. Рассматриваются три различные раскраски вершин триангуляции треугольника △2.
Первая раскраска использует цвета 1(1), 2(1), 3(1), вторая – цвета 1(2), 2(2), 3(2), третья –
цвета 1(3), 2(3), 3(3). Все три раскраски шпернеровские. Докажите, что существует эле-
ментарный треугольник разбиения, вершины которого покрашены в цвета 1(𝑖), 2(𝑗), 3(𝑘),
где (𝑖, 𝑗, 𝑘) – некоторая перестановка чисел 1, 2, 3.

22. Правильный треугольник разбит на 25 равных треугольников. Вершины триангуляции
пронумеровали неким образом числами от 1 до 25. Докажите, что метки в вершинах
какого-то ребра различаются хотя бы на 6.

23. Два игрока играют в гекс на доске, имеющей форму ромба, разбитого на шестиугольники
(см. рисунок в лекции 9). Докажите, что у первого игрока есть выигрышная стратегия.

24. На единичном круге 𝐵2 задано векторное поле 𝑣 : 𝐵2 → R2, т.е. каждой точке
𝑥 = (𝑥1, 𝑥2) ∈ 𝐵2 поставлен в соответствие вектор 𝑣(𝑥) = (𝑣1(𝑥), 𝑣2(𝑥)) ∈ R2. Пусть
известно, что поле нигде не обращается в ноль (𝑣(𝑥) ̸= (0, 0)), а также что поле 𝑣(𝑥)
непрерывно зависит от точки 𝑥 (при малом изменении 𝑥 поле 𝑣(𝑥) меняется слабо).
Рассматривается однократный обход граничной окружности 𝑆1 = 𝜕𝐵2, запараметризо-
ванной при помощи функции 𝑥(𝑡), 𝑡 ∈ [0, 1], и измеряется количество оборотов вектора



𝑣(𝑥(𝑡)), когда 𝑡 пробегает от 0 до 1, а 𝑥(𝑡) пробегает граничную окружность. Докажите,
что это число оборотов обязано быть нулевым.

25. Пусть 𝑔 : 𝐵3 → R3 – непрерывная функция, такая что на границе шара 𝐵3 имеет место
неравенство ⟨𝑔(𝑥), 𝑥⟩ > 0 (треугольными скобками обозначено скалярное произведение).
Докажите, что ∃𝑥 ∈ 𝐵3 : 𝑔(𝑥) = 0.

26. (Задача Н. Н. Константинова про возы) Из города 𝐴 в город 𝐵 ведут две не пересекаю-
щиеся дороги. Известно, что две машины, выезжающие по разным дорогам из 𝐴 в 𝐵 и
связанные веревкой некоторой длины, меньшей 2ℓ, смогли проехать из 𝐴 в 𝐵, не порвав
веревки. Могут ли разминуться, не коснувшись, два круглых воза радиуса ℓ, центры
которых движутся по этим дорогам навстречу друг другу?

27. (Задача Н. Н. Константинова про альпинистов) Среди ровной степи стоит гора. На вер-
шину ведут две тропы (считаем их графиками непрерывных функций, состоящими из
конечного числа участков монотонности), не опускающиеся ниже уровня степи. Два аль-
пиниста одновременно начали подъем (по разным тропам), соблюдая условие: в каждый
момент времени быть на одинаковой высоте. Смогут ли альпинисты достичь вершины,
двигаясь непрерывно?

28. (Частный случай теоремы Пуанкаре–Миранды) На единичном квадрате [0, 1]×[0, 1] опре-
делены непрерывные вещественнозначные функции 𝑓1(𝑥1, 𝑥2) и 𝑓2(𝑥1, 𝑥2). Известно, что
∀𝑥2 ∈ [0, 1] 𝑓1(0, 𝑥2) < 0 < 𝑓1(1, 𝑥2) и ∀𝑥1 ∈ [0, 1] 𝑓2(𝑥1, 0) < 0 < 𝑓2(𝑥1, 1). Докажите, что
найдётся точка (𝑥1, 𝑥2) ∈ [0, 1]× [0, 1], для которой 𝑓1(𝑥1, 𝑥2) = 𝑓2(𝑥1, 𝑥2) = 0.

29. (Частный случай леммы Такера) Пусть триангуляция круга 𝐵2 антиподальна на границе,
т.е. такова, что вершины триангуляции, принадлежащие граничной окружности, при
центральной симметрии с центром в нуле переходят в вершины триангуляции. Пусть
также вершины триангуляции помечены метками +1,+2,−1,−2 так, что центрально
симметричные вершины с границы помечены противоположными метками. Докажите,
что в этой триангуляции найдётся диполь – ребро с противоположными метками на
концах.


