
Листочек 1. Лемма Шпернера

1. Êâàäðàò, âåðøèíû êîòîðîãî ïîêðàøåíû â öâåòà 1, 2, 3, 4, òðèàíãóëèðîâàí. Âåðøèíû
òðèàíãóëÿöèè ïîêðàøåíû â òå æå 4 öâåòà, ïðè÷¼ì íà ñòîðîíå êâàäðàòà ìåæäó âåðøèíàìè
öâåòîâ 𝑖 è 𝑗 èñïîëüçîâàíû òîëüêî öâåòà 𝑖 è 𝑗. Äîêàæèòå, ÷òî â òàêîé òðèàíãóëÿöèè
ìîæíî íàéòè íå ìåíåå äâóõ ðàçíîöâåòíûõ òðåóãîëüíèêîâ òðèàíãóëÿöèè (òðåóãîëüíèêîâ,
ó êîòîðûõ âåðøèíû ïîêðàøåíû â òðè ðàçíûõ öâåòà).

2. Âåðøèíû òðèàíãóëÿöèè òðåóãîëüíèêà ïîêðàñèëè êàêèìè-òî öâåòàìè (èõ ìîæåò áûòü
ìíîãî). Äîêàæèòå, ÷òî íàéä¼òñÿ õîòÿ áû îäíî èç äâóõ � ðàçíîöâåòíûé òðåóãîëüíèê èëè
îäíîöâåòíûé êîííåêòîð (ñâÿçíûé ïîäãðàô, çàäåâàþùèé âñå ñòîðîíû èñõîäíîãî òðåóãîëü-
íèêà).

3. (Äóàëüíàÿ ëåììà Øïåðíåðà) Ïóñòü âåðøèíû òðèàíãóëÿöèè òð¼õìåðíîãî òåòðàýäðà △3,
ãðàíè êîòîðîãî íàçîâ¼ì 𝐹0, 𝐹1, 𝐹2, 𝐹3, ïîêðàøåíû â öâåòà 0, 1, 2, 3 òàê, ÷òî:

∙ îòíîñèòåëüíàÿ âíóòðåííîñòü ãðàíè 𝐹𝑖 (ò.å. ãðàíü áåç ãðàíè÷íîãî òðåóãîëüíèêà) ïî-
êðàøåíà â öâåò 𝑖; äîïîëíèòåëüíî ãàðàíòèðóåòñÿ, ÷òî â ýòîé îòíîñèòåëüíîé âíóòðåí-
íîñòè åñòü õîòÿ áû îäíà âåðøèíà;

∙ îòíîñèòåëüíàÿ âíóòðåííîñòü ðåáðà 𝐹𝑖∩𝐹𝑗 (ò.å. ðåáðî áåç êîíöîâ) ïîêðàøåíà â öâåòà
𝑖, 𝑗; äîïîëíèòåëüíî ïîòðåáóåì, ÷òîáû â ýòîé îòíîñèòåëüíîé âíóòðåííîñòè áûëà õîòÿ
áû îäíà âåðøèíà.

∙ âåðøèíà 𝐹𝑖 ∩ 𝐹𝑗 ∩ 𝐹𝑘 ïîêðàøåíà â ëþáîé èç öâåòîâ 𝑖, 𝑗, 𝑘.

Äîêàæèòå òîãäà, ÷òî ñóùåñòâóåò ýëåìåíòàðíûé òåòðàýäð ðàçáèåíèÿ ñ ðàçíîöâåòíûìè
âåðøèíàìè.

Замечание. Òåõíè÷åñêèå îãðàíè÷åíèÿ ìîæíî îïóñòèòü, åñëè ðàçðåøèòü êðàñèòü âåðøèíû
â íåñêîëüêî öâåòîâ îäíîâðåìåííî (â äóõå ëåììû Êíàñòåðà�Êóðàòîâñêîãî�Ìàçóðêåâè÷à).

4. (×àñòíûé ñëó÷àé òåîðåìû Ãåéëà�Áàïàòà) Ðàññìàòðèâàþòñÿ òðè ðàçëè÷íûå ðàñêðàñêè
âåðøèí òðèàíãóëÿöèè òðåóãîëüíèêà△2. Ïåðâàÿ ðàñêðàñêà èñïîëüçóåò öâåòà 1(1), 2(1), 3(1),
âòîðàÿ � öâåòà 1(2), 2(2), 3(2), òðåòüÿ � öâåòà 1(3), 2(3), 3(3). Âñå òðè ðàñêðàñêè øïåðíåðîâ-
ñêèå (â ÷àñòíîñòè, âåðøèíà 𝑖 èñõîäíîãî òðåóãîëüíèêà ïîêðàøåíà â öâåòà 𝑖(1), 𝑖(2), 𝑖(3)).
Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò ýëåìåíòàðíûé òðåóãîëüíèê ðàçáèåíèÿ, âåðøèíû êîòîðîãî ïî-
êðàøåíû â öâåòà 1(𝑖), 2(𝑗), 3(𝑘), ãäå (𝑖, 𝑗, 𝑘) � íåêîòîðàÿ ïåðåñòàíîâêà ÷èñåë 1, 2, 3.

5. Ïðàâèëüíûé òðåóãîëüíèê ðàçáèò íà 25 ðàâíûõ òðåóãîëüíèêîâ. Âåðøèíû òðèàíãóëÿöèè
ïðîíóìåðîâàëè íåêèì îáðàçîì ÷èñëàìè îò 1 äî 21. Äîêàæèòå, ÷òî ìåòêè â âåðøèíàõ
êàêîãî-òî ðåáðà ðàçëè÷àþòñÿ õîòÿ áû íà 6.

6. Äâà èãðîêà èãðàþò â ãåêñ íà äîñêå, èìåþùåé ôîðìó ðîìáà, ðàçáèòîãî íà øåñòèóãîëüíè-
êè (ñì. ðèñóíîê âî âòîðîé ëåêöèè). Äîêàæèòå, ÷òî ó ïåðâîãî èãðîêà åñòü âûèãðûøíàÿ
ñòðàòåãèÿ.



7. Ïóñòü òð¼õìåðíûé ìíîãîãðàííèê 𝑃 � простой, òî åñòü â êàæäîé âåðøèíå ñõîäèòñÿ òðè
ðåáðà. Äîïóñòèì, 𝑃 (ñ âíóòðåííîñòüþ) ïîêðûò îáúåäèíåíèåì îòêðûòûõ ìíîæåñòâ òàê,
÷òî íèêàêàÿ òî÷êà íå íàêðûòà ÷åòûðüìÿ èç íèõ. Äîêàæèòå, ÷òî êàêîå-òî èç ìíîæåñòâ
ïîêðûòèÿ çàäåâàåò õîòÿ áû ÷åòûðå ãðàíè 𝑃 .

8. Íà åäèíè÷íîì êðóãå 𝐵2 çàäàíî âåêòîðíîå ïîëå 𝑣 : 𝐵2 → R2, ò.å. êàæäîé òî÷êå
𝑥 = (𝑥1, 𝑥2) ∈ 𝐵2 ïîñòàâëåí â ñîîòâåòñòâèå âåêòîð 𝑣(𝑥) = (𝑣1(𝑥), 𝑣2(𝑥)) ∈ R2. Ïóñòü
èçâåñòíî, ÷òî ïîëå íèãäå íå îáðàùàåòñÿ â íîëü (𝑣(𝑥) ̸= (0, 0)), à òàêæå ÷òî ïîëå 𝑣(𝑥)
íåïðåðûâíî çàâèñèò îò òî÷êè 𝑥 (ïðè ìàëîì èçìåíåíèè 𝑥 ïîëå 𝑣(𝑥) ìåíÿåòñÿ ñëàáî).
Ðàññìàòðèâàåòñÿ îäíîêðàòíûé îáõîä ãðàíè÷íîé îêðóæíîñòè 𝑆1 = 𝜕𝐵2, çàïàðàìåòðèçî-
âàííîé ïðè ïîìîùè ôóíêöèè 𝑥(𝑡), 𝑡 ∈ [0, 1], è èçìåðÿåòñÿ êîëè÷åñòâî îáîðîòîâ âåêòîðà
𝑣(𝑥(𝑡)), êîãäà 𝑡 ïðîáåãàåò îò 0 äî 1, à 𝑥(𝑡) ïðîáåãàåò ãðàíè÷íóþ îêðóæíîñòü. Äîêàæèòå,
÷òî ýòî ÷èñëî îáîðîòîâ îáÿçàíî áûòü íóëåâûì. (Подсказка: òðèàíãóëèðóéòå ìåëêî êðóã
è ïðèäóìàéòå øïåðíåðîâñêóþ ðàñêðàñêó, ñâÿçàííóþ ñ ïîëåì.)

9. Ïóñòü 𝑔 : 𝐵3 → R3 � íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ, òàêàÿ ÷òî íà ãðàíèöå øàðà 𝐵3 èìååò ìåñòî
íåðàâåíñòâî ⟨𝑔(𝑥), 𝑥⟩ > 0 (òðåóãîëüíûìè ñêîáêàìè îáîçíà÷åíî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå).
Äîêàæèòå, ÷òî ∃𝑥 ∈ 𝐵3 : 𝑔(𝑥) = 0.

10. (Î÷åíü ÷àñòíûé ñëó÷àé òåîðåìû Æîðäàíà) Ïóñòü â ïðÿìîóãîëüíèêå íà ïëîñêîñòè íàðè-
ñîâàíû äâå êðèâûå, çàäàííûå íåïðåðûâíûìè ôóíêöèÿìè 𝛾1, 𝛾2 : [−1, 1] → [𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑],
ïðè÷¼ì 𝛾1 ñîåäèíÿåò ëåâóþ ñòîðîíó ïðÿìîóãîëüíèêà ñ ïðàâîé, à 𝛾2 ñîåäèíÿåò âåðõíþþ
ñòîðîíó ñ íèæíåé. Äîêàæèòå, ÷òî êðèâûå ïåðåñåêàþòñÿ.

11. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî íåïðåðûâíîãî îòîáðàæåíèÿ 𝑓 : 𝐵𝑛 → R𝑛 (𝐵𝑛 ⊂ R𝑛 � åäèíè÷-
íûé øàð ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò) íàéä¼òñÿ òî÷êà 𝑥 ∈ 𝐵𝑛, òàêàÿ ÷òî 𝑥 = 𝜆𝑓(𝑥),
0 < 𝜆 6 1.

12. (Òåîðåìà Ïåððîíà�Ôðîáåíèóñà) Ïóñòü ìàòðèöà (𝑎𝑖𝑗)
𝑛
𝑖,𝑗=1 ñîñòîèò èç ïîëîæèòåëüíûõ ÷è-

ñåë. Äîêàæèòå, ÷òî ó íå¼ åñòü ñîáñòâåííûé âåêòîð, ñîñòîÿùèé èç ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë.
(Подсказка: ýòî ìîæíî âûâåñòè èç òåîðåìû Áðàóýðà.)

13. (×àñòíûé ñëó÷àé òåîðåìû Êàðàñ¼âà) Òð¼õìåðíûé êóá ÷àñòè÷íî ïîêðûò îòêðûòûìè ìíî-
æåñòâàìè, íèêàêîå èç êîòîðûõ íå çàäåâàåò íèêàêóþ ïàðó ïðîòèâîïîëîæíûõ ãðàíåé êóáà.
Ïóñòü èçâåñòíî, ÷òî íèêàêèå òðè ìíîæåñòâà íå èìåþò îáùåé òî÷êè. Äîêàæèòå, ÷òî êàêàÿ-
òî êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè íåíàêðûòîé ÷àñòè êóáà ïåðåñåêàåò ÷åòûðå ïàðàëëåëüíûõ ðåáðà
êóáà.

14. (Çàäà÷à Í. Í. Êîíñòàíòèíîâà ïðî âîçû) Èç ãîðîäà 𝐴 â ãîðîä 𝐵 âåäóò äâå íå ïåðåñåêàþ-
ùèåñÿ äîðîãè. Èçâåñòíî, ÷òî äâå ìàøèíû, âûåçæàþùèå ïî ðàçíûì äîðîãàì èç 𝐴 â 𝐵 è
ñâÿçàííûå âåðåâêîé íåêîòîðîé äëèíû, ìåíüøåé 2ℓ, ñìîãëè ïðîåõàòü èç 𝐴 â 𝐵, íå ïîðâàâ
âåðåâêè. Ìîãóò ëè ðàçìèíóòüñÿ, íå êîñíóâøèñü, äâà êðóãëûõ âîçà ðàäèóñà ℓ, öåíòðû
êîòîðûõ äâèæóòñÿ ïî ýòèì äîðîãàì íàâñòðå÷ó äðóã äðóãó?

15. (Çàäà÷à Í. Í. Êîíñòàíòèíîâà ïðî àëüïèíèñòîâ) Ñðåäè ðîâíîé ñòåïè ñòîèò ãîðà. Íà âåð-
øèíó âåäóò äâå òðîïû (ñ÷èòàåì èõ ãðàôèêàìè íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé, ñîñòîÿùèìè èç
êîíå÷íîãî ÷èñëà ó÷àñòêîâ ìîíîòîííîñòè), íå îïóñêàþùèåñÿ íèæå óðîâíÿ ñòåïè. Äâà àëü-
ïèíèñòà îäíîâðåìåííî íà÷àëè ïîäúåì (ïî ðàçíûì òðîïàì), ñîáëþäàÿ óñëîâèå: â êàæäûé



ìîìåíò âðåìåíè áûòü íà îäèíàêîâîé âûñîòå. Ñìîãóò ëè àëüïèíèñòû äîñòè÷ü âåðøèíû,
äâèãàÿñü íåïðåðûâíî?

16. (×àñòíûé ñëó÷àé ëåììû Òàêåðà) Ïóñòü òðèàíãóëÿöèÿ êðóãà 𝐵2 àíòèïîäàëüíà íà ãðàíèöå,
ò.å. òàêîâà, ÷òî âåðøèíû òðèàíãóëÿöèè, ïðèíàäëåæàùèå ãðàíè÷íîé îêðóæíîñòè, ïðè
öåíòðàëüíîé ñèììåòðèè ñ öåíòðîì â íóëå ïåðåõîäÿò â âåðøèíû òðèàíãóëÿöèè. Ïóñòü
òàêæå âåðøèíû òðèàíãóëÿöèè ïîìå÷åíû ìåòêàìè +1,+2,−1,−2 òàê, ÷òî öåíòðàëüíî
ñèììåòðè÷íûå âåðøèíû ñ ãðàíèöû ïîìå÷åíû ïðîòèâîïîëîæíûìè ìåòêàìè. Äîêàæèòå,
÷òî â ýòîé òðèàíãóëÿöèè íàéä¼òñÿ диполь � ðåáðî ñ ïðîòèâîïîëîæíûìè ìåòêàìè íà
êîíöàõ.

17. Êîâ¼ð Ñåðïèíñêîãî � ïîäìíîæåñòâî ïëîñêîñòè, îïðåäåëÿåìîå òàê. Ñòàðòóåì ñ êâàäðàòà,
êîòîðûé ðàçðåçàåì íà äåâÿòü ðàâíûõ êâàäðàòîâ, è ñðåäíèõ èç íèõ âûáðàñûâàåì. Çàòåì
ïîâòîðÿåì ïðîöåññ äëÿ îñòàâøèõñÿ âîñüìè êâàäðàòîâ, è òàê äàëåå ñ÷¼òíîå êîëè÷åñòâî
ðàç.

∙ Äîêàæèòå, ÷òî òîïîëîãè÷åñêàÿ ðàçìåðíîñòü ïîëó÷èâøåãîñÿ ìíîæåñòâà ðàâíà 1.

∙ Âû÷èñëèòå ôðàêòàëüíóþ ðàçìåðíîñòü Ìèíêîâñêîãî ýòîãî ìíîæåñòâà: lim
𝜀→0

ln𝑁𝜀

− ln 𝜀
, ãäå

𝑁𝜀 � ìèíèìàëüíîå ÷èñëî ìíîæåñòâ äèàìåòðà 𝜀, êîòîðûìè ìîæíî ïîêðûòü íàøå
ìíîæåñòâî.

18. Ïóñòü ïëîñêîñòü òðèàíãóëèðîâàíà òàê, ÷òî ëþáîé òðåóãîëüíèê òðèàíãóëÿöèè ìîæíî íà-
êðûòü òðàíñëÿòîì ôèêñèðîâàííîé âûïóêëîé ôèãóðû 𝐾. Äîêàæèòå, ÷òî òîãäà ëþáîé
òðàíñëÿò 𝐾 çàäåâàåò âåðøèíó òðèàíãóëÿöèè.

19. ∙ Ïóñòü äëÿ êàæäîé òî÷êè 𝑥 ∈ 𝑆2 äâóìåðíîé åäèíè÷íîé ñôåðû â êàñàòåëüíîé ïëîñêî-
ñòè ê 𝑥 íàðèñîâàíà äâóìåðíàÿ âûïóêëàÿ ôèãóðà, çàìêíóòàÿ è îãðàíè÷åííàÿ, ïðè÷¼ì
çàâèñÿùàÿ îò 𝑥 íåïðåðûâíî. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè âñå ýòè ôèãóðû àôôèííî ýêâèâà-
ëåíòíû äðóã äðóãó, òî îíè ýëëèïñû.

∙ (Òåîðåìà Àóøåðáàõà�Ìàçóðà�Óëàìà) Ïóñòü â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå âñå äâóìåð-
íûå ïîäïðîñòðàíñòâà ïîïàðíî ëèíåéíî èçîìåòðè÷íû äðóã äðóãó. Äîêàæèòå, ÷òî ïðî-
ñòðàíñòâî ãèëüáåðòîâî.

20. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ñòåïåíü êóñî÷íî-ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ 𝑓 : 𝑆𝑛 → 𝑆𝑛 íå ðàâíà
(−1)𝑛−1, òî 𝑓 èìååò íåïîäâèæíóþ òî÷êó.


